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15.（Ⅰ）解：在 ABC△ 中，因为 a b ，故由
3sin
5

B  ，可得
4cos
5

B  .由已知及余弦定理，有

2 2 2 2 cos 13b a c ac B    ，所以 13b  .

由正弦定理
sin sin
a b
A B
 ,得

sin 3 13sin
13

a BA
b

  .

所以，b的值为 13，sin A的值为
3 13
13

.

（Ⅱ）解：由（Ⅰ）及 a c ，得
2 13cos
13

A  ，所以
12sin 2 2sin cos
13

A A A  ，

2 5cos 2 1 2sin
13

A A    .故
π π π 7 2sin(2 ) sin 2 cos cos 2 sin
4 4 4 26

A A A    .

16.（Ⅰ）解：随机变量 X 的所有可能取值为 0,1,2,3.

1 1 1 1( 0) (1 ) (1 ) (1 )
2 3 4 4

P X         ，

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11( 1) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )
2 3 4 2 3 4 2 3 4 24

P X                  ，

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( 2) (1 ) (1 ) (1 )
2 3 4 2 3 4 2 3 4 4

P X               ，

1 1 1 1( 3)
2 3 4 24

P X      .

所以，随机变量 X 的分布列为

X 0 1 2 3

P
1
4

11
24

1
4

1
24



随机变量 X 的数学期望
1 11 1 1 13( ) 0 1 2 3
4 24 4 24 12

E X          .

（Ⅱ）解：设Y 表示第一辆车遇到红灯的个数， Z 表示第二辆车遇到红灯的个数，则所求事件的概率为

( 1) ( 0, 1) ( 1, 0) ( 0) ( 1) ( 1) ( 0)P Y Z P Y Z P Y Z P Y P Z P Y P Z             

1 11 11 1 11
4 24 24 4 48

     .

所以，这 2辆车共遇到 1个红灯的概率为
11
48

.

（17）本小题主要考查直线与平面平行、二面角、异面直线所成的角等基础知识.考查用空间向量解决立体

几何问题的方法.考查空间想象能力、运算求解能力和推理论证能力.满分 13分.

如图，以 A为原点，分别以 AB


， AC


， AP


方向为 x轴、y轴、z轴正方向建立空间直角坐标系.依题意可得

A（0，0，0），B（2，0，0），C（0，4，0），P（0，0，4），D（0，0，2），E（0，2，2），M（0，0，1），

N（1，2，0）.

（Ⅰ）证明：DE


=（0，2，0），DB


=（2，0， 2 ）.设 ( , , )x y zn ，为平面 BDE的法向量，

则
0

0

DE

DB

  


 




n

n
，即

2 0
2 2 0
y
x z


  
.不妨设 1z  ，可得 (1,0,1)n .又MN


=（1，2， 1 ），可得 0MN  


n .

因为MN 平面 BDE，所以 MN//平面 BDE.

（Ⅱ）解：易知 1 (1,0,0)n 为平面 CEM的一个法向量.设 2 ( , , )x y zn 为平面 EMN的法向量，则 2

2

0

0

EM

MN

  


 




n

n
，

因为 (0, 2, 1)EM   


， (1,2, 1)MN  


，所以
2 0
2 0
y z

x y z
  
   

.不妨设 1y  ，可得 2 ( 4,1, 2)  n .

因此有 1 2
1 2

1 2

4cos ,
|| | 21


   
n nn n

| n n
，于是 1 2

105sin ,
21

 n n .



所以，二面角 C—EM—N的正弦值为
105
21

.

（Ⅲ）解：依题意，设 AH=h（ 0 4h  ），则 H（0，0，h），进而可得 ( 1, 2, )NH h  


， ( 2,2,2)BE  


.由

已知，得
2

| | | 2 2 | 7| cos , |
21| || | 5 2 3

NH BE hNH BE
NH BE h

 
   

 

  
  ，整理得 210 21 8 0h h   ，解得

8
5

h  ，或
1
2

h  .

所以，线段 AH的长为
8
5
或

1
2
.

18.【解析】（I）设等差数列{ }na 的公差为 d ，等比数列{ }nb 的公比为 q .

由已知 2 3 12b b  ，得 2
1( ) 12b q q  ，而 1 2b  ，所以

2 6 0q q   .

又因为 0q  ，解得 2q  .所以， 2nnb  .

由 3 4 12b a a  ，可得 13 8d a  ①.

由 11 4=11S b ，可得 1 5 16a d  ②，

联立①②，解得 1 1a  ， 3d  ，由此可得 3 2na n  .

所以，数列{ }na 的通项公式为 3 2na n  ，数列{ }nb 的通项公式为 2nnb  .

（II）解：设数列 2 2 1{ }n na b  的前 n项和为 nT ，

由 2 6 2na n  ， 1
2 1 2 4nnb


   ，有 2 2 1 (3 1) 4nn na b n    ，

故 2 32 4 5 4 8 4 (3 1) 4nnT n          ，

2 3 4 14 2 4 5 4 8 4 (3 4) 4 (3 1) 4n n
nT n n              ，

上述两式相减，得 2 3 13 2 4 3 4 3 4 3 4 (3 1) 4n n
nT n             

1

1

12 (1 4 ) 4 (3 1) 4
1 4

(3 2) 4 8.

n
n

n

n

n





 
    


    

得 13 2 84
3 3

n
n

nT 
   .

所以，数列 2 2 1{ }n na b  的前 n项和为 13 2 84
3 3

nn 
  .

19.（Ⅰ）解：设F 的坐标为 ( ,0)c .依题意，
1
2

c
a
 ，

2
p a ，

1
2

a c  ，解得 1a  ，
1
2

c  ， 2p  ，



于是 2 2 2 3
4

b a c   .

所以，椭圆的方程为
2

2 4 1
3
yx   ，抛物线的方程为

2 4y x .

（Ⅱ）解：设直线 AP的方程为 1( 0)x my m   ，与直线 l的方程 1x   联立，可得点
2( 1, )P
m

  ，故

2( 1, )Q
m

 .将 1x my  与
2

2 4 1
3
yx   联立，消去 x，整理得

2 2(3 4) 6 0m y my   ，解得 0y  ，或

2
6

3 4
my

m





.由点 B异于点 A，可得点
2

2 2

3 4 6( , )
3 4 3 4
m mB
m m

  
 

.由
2( 1, )Q
m

 ，可得直线 BQ的方程为

2

2 2

6 2 3 4 2( )( 1) ( 1)( ) 0
3 4 3 4

m mx y
m m m m
  

     
 

，令 0y  ，解得
2

2

2 3
3 2

mx
m





，故
2

2

2 3( ,0)
3 2

mD
m



.所以

2 2

2 2

2 3 6| | 1
3 2 3 2

m mAD
m m


  
 

.又因为 APD△ 的面积为
6
2

，故
2

2

1 6 2 6
2 3 2 | | 2

m
m m

  


，整理得

23 2 6 | | 2 0m m   ，解得
6| |
3

m  ，所以
6
3

m   .

所以，直线 AP的方程为3 6 3 0x y   ，或3 6 3 0x y   .

20.（Ⅰ）解：由
4 3 2( ) 2 3 3 6f x x x x x a     ，可得

3 2( ) ( ) 8 9 6 6g x f x x x x     ，

进而可得
2( ) 24 18 6g x x x    .令 ( ) 0g x  ，解得 1x   ，或

1
4

x  .

当 x变化时， ( ), ( )g x g x 的变化情况如下表：

x ( , 1)  1( 1, )
4


1( , )
4


( )g x + - +

( )g x ↗ ↘ ↗

所以， ( )g x 的单调递增区间是 ( , 1)  ，
1( , )
4
 ，单调递减区间是

1( 1, )
4

 .

（Ⅱ）证明：由 0( ) ( )( ) ( )h x g x m x f m   ，得 0( ) ( )( ) ( )h m g m m x f m   ，

0 0 0( ) ( )( ) ( )h x g x m x f m   .

令函数 1 0( ) ( )( ) ( )H x g x x x f x   ，则 1 0( ) ( )( )H x g x x x   .由（Ⅰ）知，当 [1, 2]x 时， ( ) 0g x  ，

故当 0[1, )x x 时， 1 ( ) 0H x  ， 1( )H x 单调递减；当 0( , 2]x x 时， 1 ( ) 0H x  ， 1( )H x 单调递增.因



此，当 0 0[1, ) ( , 2]x x x  时， 1 1 0 0( ) ( ) ( ) 0H x H x f x    ，可得 1( ) 0, ( ) 0H m h m 即 .

令函数 2 0 0( ) ( )( ) ( )H x g x x x f x   ，则 2 0( ) ( ) ( )H x g x g x   .由（Ⅰ）知， ( )g x 在[1,2]上单调递

增，故当 0[1, )x x 时， 2 ( ) 0H x  ， 2 ( )H x 单调递增；当 0( , 2]x x 时， 2 ( ) 0H x  ， 2 ( )H x 单调递

减.因此，当 0 0[1, ) ( , 2]x x x  时， 2 2 0( ) ( ) 0H x H x  ，可得 2 0( ) 0, ( ) 0H m h x 即 .

所以， 0( ) ( ) 0h m h x  .

（III）证明：对于任意的正整数 p，q，且 0 0[1 ) ( , ], 2p x x
q
  ，

令
pm
q

 ，函数 0( ) ( )( ) ( )h g m xx x mf   .

由（II）知，当 0[1 ),m x 时， ( )h x 在区间 0( , )m x 内有零点；

当 0( , 2]m x 时， ( )h x 在区间 0( ),x m 内有零点.

所以 ( )h x 在 (1, 2)内至少有一个零点，不妨设为 1x ，则 1 1 0( ) ( )( ) ( ) 0p ph g x f
q

x
q

x    .

由（I）知 ( )g x 在[1,2]上单调递增，故 10 ( ) ( )1 2( )g xg g   ，

于是
4 3 2 2 3 4

0 4
1

( ) | ( ) |
| 2 3 3 6 || | | |

( ) ( ) (2 )2

p pf f
p p p q p q pq aqq qx
q g x g g q

   
    .

因为当 [1 2],x 时， ( ) 0g x  ，故 ( )f x 在[1,2]上单调递增，

所以 ( )f x 在区间[1,2]上除 0x 外没有其他的零点，而 0
p x
q
 ，故 ( ) 0pf

q
 .

又因为 p，q，a均为整数，所以
4 3 2 2 3 4| 2 3 3 6 |p p q p q pq aq    是正整数，

从而
4 3 2 2 3 4| 2 3 3 6 | 1p p q p q pq aq     .

所以 0 4

1|
2

|
( )

p x
q g q
  .所以，只要取 ( )2A g ，就有 0 4

1| |p x
q Aq
  .


