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2016 年普通高等学校招生全国统一考试（天津卷）

数 学（理工类）

一、选择题：

（1）【答案】D

（2）【答案】B

（3）【答案】A

（4）【答案】B

（5）【答案】C

（6）【答案】D

（7）【答案】B

（8）【答案】C

第Ⅱ卷

二、填空题：

（9）【答案】2

（10）【答案】 56

（11）【答案】2

（12）【答案】
2 3
3

（13）【答案】
1 3( , )
2 2

(14) 【答案】 6

三、解答题

（15）

【答案】（Ⅰ） ,
2

x x k k Z  
   

 
， . （Ⅱ）在区间 ,

12 4
    

上单调递增, 在区间
4 12
     
， 上单

调递减.

【解析】

试题分析：（Ⅰ）先利用诱导公式、两角差余弦公式、二倍角公式、配角公式将函数化为基本三角函数：



2

 ( )=2sin 2
3

f x x 
 ，再根据正弦函数性质求定义域、周期   根据（1）的结论，研究三角函数在区间

[ ,
4 4
 

 ]上单调性

试题解析：   解：  f x 的定义域为 ,
2

x x k k Z  
   

 
.

  4 tan cos cos 3 4sin cos 3
3 3

f x x x x x x            
   

21 3=4sin cos sin 3 2sin cos 2 3 sin 3
2 2

x x x x x x
 

      
 

   =sin 2 3 1-cos 2 3 sin 2 3 cos 2 =2sin 2
3

x x x x x 
     .

所以,  f x 的最小正周期
2 .
2

T   

  解：令 2 ,
3

z x 
  函数 2siny z 的单调递增区间是 2 , 2 , .

2 2
k k k Z        

由 2 2 2
2 3 2

k x k         ,得
5 , .

12 12
k x k k Z       

设
5, , ,

4 4 12 12
A B x k x k k Z                   

，易知 ,
12 4

A B      
 .

所以, 当 ,
4 4

x      
时,  f x 在区间 ,

12 4
    

上单调递增, 在区间
4 12
     
， 上单调递减.

考点：三角函数性质，诱导公式、两角差余弦公式、二倍角公式、配角公式

【结束】

(16)

【答案】（Ⅰ）
1
3
（Ⅱ）详见解析

【解析】

试题分析：（Ⅰ）先确定从这 10人中随机选出 2人的基本事件种数： 2
10C ，再确定选出的 2人参加义工活动

次数之和为 4所包含基本事件数： 1 1 2
3 4 4C C C ，最后根据概率公式求概率（Ⅱ）先确定随机变量可能取值为

0,1, 2.再分别求出对应概率，列出概率分布，最后根据公式计算数学期望

试题解析：解： ( ) 由已知，有
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 
1 1 2
3 4 4

2
10

1 ,
3

C C CP A
C


 

所以，事件 A发生的概率为
1
3
.

( ) 随机变量 X 的所有可能取值为0,1, 2.

 
2 2 2
3 3 4

2
10

0 C C CP X
C

 
 

4
15

 ，

 
1 1 1 1
3 3 3 4

2
10

71
15

C C C CP X
C


   ，

 
1 1
3 4

2
10

42
15

C CP X
C

   .

所以，随机变量 X 分布列为

X 0 1 2

P
4
15

7
15

4
15

随机变量 X 的数学期望   4 7 40 1 2 1
15 15 15

E X        .

考点：概率，概率分布与数学期望

【结束】

(17)

【答案】（Ⅰ）详见解析（Ⅱ）
3
3

（Ⅲ）
7
21

【解析】

试题分析：（Ⅰ）利用空间向量证明线面平行，关键是求出面的法向量，利用法向量与直线方向向量垂直进

行论证（Ⅱ）利用空间向量求二面角，关键是求出面的法向量，再利用向量数量积求出法向量夹角，最后

根据向量夹角与二面角相等或互补关系求正弦值（Ⅲ）利用空间向量证明线面平行，关键是求出面的法向

量，再利用向量数量积求出法向量夹角，最后根据向量夹角与线面角互余关系求正弦值

试题解析：依题意，OF ABCD平面 ，如图，以O为点，分别以 , ,AD BA OF
  

的方向为 x轴， y 轴、z轴

的正方向建立空间直角坐标系，依题意可得 (0,0,0)O ，

 1,1,0 , ( 1, 1,0), (1, 1,0), (11,0), ( 1, 1,2), (0,0,2), ( 1,0,0)A B C D E F G      ， .
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（I）证明：依题意，  (2,0,0), 1, 1, 2AD AF  
 

.设  1 , ,n x y z


为平面 ADF 的法向量，则
1

1

0

0

n AD

n AF

  


 

 

  ，

即
2 0

2 0
x
x y z


   

.不妨设 1z  ，可得  1 0,2,1n 


，又  0,1, 2EG  


，可得 1 0EG n 
 

，又因为直线

EG ADF平面 ，所以 / /EG ADF平面 .

（II）解：易证，  1,1,0OA  


为平面OEF 的一个法向量 .依题意，    1,1,0 , 1,1,2EF CF  
 

.设

 2 , ,n x y z


为平面 CEF 的法向量，则
2

2

0

0

n EF

n CF

  


 

 

  ，即
0
2 0

x y
x y z
 

   
.不妨设 1x  ，可得

 2 1, 1,1n  


.

因此有 2
2

2

6cos ,
3

OA nOA n
OA n


   



  
  ，于是 2

3sin ,
3

OA n 
 

，所以，二面角O EF C  的正弦值

为
3
3

.

（III）解：由
2
3

AH HF ，得
2
5

AH AF .因为  1, 1,2AF  


，所以
2 2 2 4, ,
5 5 5 5

AH AF     
 

 
，进而

有
3 3 4, ,
5 5 5

H   
 

，从而
2 8 4, ,
5 5 5

BH    
 


，因此 2

2
2

7cos ,
21

BH nBH n
BH n


   



  
  .所以，直线BH 和平

面CEF所成角的正弦值为
7
21

.
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考点：利用空间向量解决立体几何问题

【结束】

(18)

【答案】（Ⅰ）详见解析（Ⅱ）详见解析

【解析】

试题分析：（Ⅰ）先根据等比中项定义得： 2
1n n nb a a  ，从而 2 2

1 1 2 1 12n n n n n n n nc b b a a a a da         ，因

此根据等差数列定义可证：   2
1 2 12 2n n n nc c d a a d      （Ⅱ） 对数列不等式证明一般以算代证先利

用分组求和化简  
2

2

1
1

n
n

n n
k

T b


       2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 2 1 2n nb b b b b b          22 1d n n  ，再利用裂项相

消法求和
 2 2 2

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 11
2 1 2 1 2 1

n n n

k k kkT d k k d k k d n  

                
   ，易得结论.

试题解析：（ I）证明：由题意得 2
1n n nb a a  ，有 2 2

1 1 2 1 12n n n n n n n nc b b a a a a da         ，因此

  2
1 2 12 2n n n nc c d a a d      ，所以 nc 是等差数列.

（II）证明：      2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 2 1 2n n nT b b b b b b        

     2 2 2
2 4 22 2 2 1

2
n

n

n a a
d a a a d d n n


       

所以
 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 1 2 1 2 1 2

n n n

k k kkT d k k d k k d n d  

                 
   .

考点：等差数列、等比中项、分组求和、裂项相消求和

【结束】

（19）

【答案】（Ⅰ）
2 2

1
4 3
x y

  （Ⅱ） ),
4
6[]

4
6,(  

【解析】

试题分析：（Ⅰ）求椭圆标准方程，只需确定量，由
1 1 3

| | | | | |
c

OF OA FA
  ，得

1 1 3
( )
c

c a a a c
 

 ，

再利用

2 2 2 3a c b   ，可解得
2 1c  ，

2 4a  （Ⅱ）先化简条件： MOA MAO   | | | |MA MO ，即M
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再 OA中垂线上， 1Mx 
，
再利用直线与椭圆位置关系，联立方程组求 B；利用两直线方程组求 H，最后

根据 HFBF  ，列等量关系解出直线斜率.取值范围

试题解析：（1）解：设 ( ,0)F c ，由
1 1 3

| | | | | |
c

OF OA FA
  ，即

1 1 3
( )
c

c a a a c
 


，可得

2 2 23a c c  ，又

2 2 2 3a c b   ，所以
2 1c  ，因此

2 4a  ，所以椭圆的方程为
2 2

1
4 3
x y

  .

（2）（Ⅱ）解：设直线 l的斜率为 k（ 0k ），则直线 l的方程为 )2(  xky .设 ),( BB yxB ，由方程组











)2(

1
34

22

xky

yx
，消去 y ，整理得 0121616)34( 2222  kxkxk .

解得 2x ，或
34
68

2

2





k
kx ，由题意得

34
68

2

2





k
kxB ，从而

34
12
2 




k
kyB .

由（ Ⅰ）知， )0,1(F ，设 ),0( HyH ，有 ),1( HyFH  ， )
34

12,
34

49( 22

2





k
k

k
kBF .由 HFBF  ，得

0HFBF ， 所 以 0
34

12
34

49
22

2








k
ky

k
k H ， 解 得

k
kyH 12
49 2

 . 因 此 直 线 MH 的 方 程 为

k
kx

k
y

12
491 2

 .

设 ),( MM yxM ， 由 方 程 组












)2(
12
491 2

xky
k
kx

k
y

消 去 y ， 解 得
)1(12
920

2

2





k
kxM . 在 MAO 中 ，

|||| MOMAMAOMOA  ，即
2222)2( MMMM yxyx  ，化简得 1Mx ，即 1

)1(12
920

2

2





k
k

，解

得
4
6

k 或
4
6

k .

所以，直线 l的斜率的取值范围为 ),
4
6[]

4
6,(   .

考点：椭圆的标准方程和几何性质，直线方程

【结束】
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（20）

【答案】（Ⅰ）详见解析（Ⅱ）详见解析（Ⅲ）详见解析

【解析】

试题分析：（Ⅰ）先求函数的导数： axxf  2)1(3)('
，再根据导函数零点是否存在情况，分类讨论：

①当 0a  时，有 ( ) 0f x  恒成立，所以 ( )f x 的单调增区间为 ( , )  .②当 0a  时，存在三个单调区间

（Ⅱ）由题意得
3

)1( 2
0

ax  ，计算可得 0 0(3 2 ) ( )f x f x  再由
)()( 01 xfxf 
及单调性可得结论（Ⅲ）实

质研究函数 )(xg 最大值：主要比较 (1), ( 1)f f  ，

3 3| ( |,| ( ) |
3 3
a af f 

的大小即可，分三种情况研究①

当 3a  时 ，
3
3120

3
31 aa

 ， ② 当
3 3
4

a  时 ，

3
3212

3
31

3
310

3
321 aaaa

 ，③当
30
4

a  时， 2
3
31

3
310 

aa
.

试题解析：（Ⅰ）解：由 baxxxf  3)1()( ，可得 axxf  2)1(3)(' .

下面分两种情况讨论：

（1）当 0a 时，有 0)1(3)(' 2  axxf 恒成立，所以 )(xf 的单调递增区间为 ),(  .

（2）当 0a 时，令 0)(' xf ，解得
3
31 ax  ，或

3
31 ax  .

当 x变化时， )(' xf ， )(xf 的变化情况如下表：

x )
3
31,( a


3
31 a

 )
3
31,

3
31( aa


3
31 a

 ),
3
31( 
a

)(' xf ＋ 0 － 0 ＋

)(xf 单调递增 极大值 单调递减 极小值 单调递增

所以 )(xf 的单调递减区间为 )
3
31,

3
31( aa

 ，单调递增区间为 )
3
31,( a

 ， ),
3
31( 
a

.

（Ⅱ）证明：因为 )(xf 存在极值点，所以由（Ⅰ）知 0a ，且 10 x ，由题意，得 0)1(3)(' 2
00  axxf ，

即
3

)1( 2
0

ax  ，
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进而 baxabaxxxf 
33

2)1()( 00
3

00 .

又 3
0 0 0 0 0

8(3 2 ) (2 2 ) (3 2 ) (1 ) 2 3
3
af x x a x b x ax a b          

)(
33

2
00 xfbaxa  ，且 0023 xx  ，由题意及（Ⅰ）知，存在唯一实数满足 )()( 01 xfxf  ，且 01 xx  ，

因此 01 23 xx  ，所以 32 01  xx ；

（Ⅲ）证明：设 )(xg 在区间 ]2,0[ 上的最大值为M ， },max{ yx 表示 yx, 两数的最大值.下面分三种情况同

理：

（1）当 3a 时，
3
3120

3
31 aa

 ，由（Ⅰ）知， )(xf 在区间 ]2,0[ 上单调递减，所以 )(xf 在区

间 ]2,0[ 上的取值范围为 )]0(),2([ ff ，因此

|}1||,21max{||})0(||,)2(max{| bbaffM 

|})(1||,)(1max{| baabaa 









0),(1
0),(1

babaa
babaa

，所以 2||1  baaM .

（ 2）当 3
4
3

 a 时，
3
3212

3
31

3
310

3
321 aaaa

 ，由 （ Ⅰ）和 （ Ⅱ）知 ，

)
3
31()

3
321()0( afaff  ， )

3
31()

3
321()2( afaff  ，

所以 )(xf 在区间 ]2,0[ 上的取值范围为 )]
3
31(),

3
31([ afaf  ，因此

|}3
9
2||,3

9
2max{||})

3
31(||,)

3
31(max{| baaabaaaafafM 

|})(3
9
2||,)(3

9
2max{| baaabaaa



4
1

4
33

4
3

9
2||3

9
2

 baaa
.

（3）当
4
30  a 时， 2

3
31

3
310 

aa
，由（Ⅰ）和（Ⅱ）知，
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)
3
31()

3
321()0( afaff  ， )

3
31()

3
321()2( afaff  ，

所以 )(xf 在区间 ]2,0[ 上的取值范围为 )]2(),0([ ff ，因此

|}21||,1max{||})2(||,)0(max{| babffM 

|})(1||,)(1max{| baabaa 

4
1||1  baa .

综上所述，当 0a 时， )(xg 在区间 ]2,0[ 上的最大值不小于
4
1
.

考点：导数的运算，利用导数研究函数的性质、证明不等式

【结束】


